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陕西省语音与图像信息处理重点实验室

第五部分
平稳随机信号及功率谱估计

1. 随机信号及其特征描述
2. 平稳随机信号
3. 平稳随机信号经过线性系统
4. 平稳随机信号的各态遍历性
5. 功率谱估计概述
6. 信号处理中的最小平方估计问题
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1. 随机信号及其特征描述

确定性信号与随机信号

随机信号不能通过一个确切的数学公式来描述，也
不能准确预测

随机信号只能在统计意义上研究
电子线路中的噪声与干扰

建筑物所受风载

海浪的冲击

生物医学信号(心电图ECG\脑电图EEG\肌电图EMG\心音
图PCG等)
语音信号

随机变量－>随机矢量－>随机信号
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1. 随机信号及其特征描述
随机变量
用随机变量来描述随机事件：
连续型随机变量、离散型随机变量

描述随机变量一般用
分布函数

概率密度（pdf）

数字特征

( ) ( ) ( )

0 ( ) 1, ( ) 0, ( ) 1, ( ) ( ) ( )

x
P x P X x p x dx

P x P P P x P y if x y
−∞

= ≤ =

≤ ≤ −∞ = ∞ = ≤ <
∫

d ( )( ) ( ) ( )d
d

( ) 0, ( )d 1, ( ) ( ) ( )d

x

b

a

P xp x P x p v v
x

p x p x x P b P a p x x

−∞

∞

−∞

= ⇔ =

≥ = − =

∫

∫ ∫

X是随机变量，x是某个样
本的值或一次实现
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1. 随机信号及其特征描述

随机变量

用随机变量来描述随机事件：
连续型随机变量、离散型随机变量

描述随机变量一般用

分布函数

概率密度

数字特征

均值与方差

矩

{ }

{ }
{ }

2 22

2 22

       ( )

   ( )

      ( )

X

X

X X X

E X xp x dx

D E X x p x dx

E X x p x dx

µ

σ µ µ

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

= =

= =

= − = −

∫
∫

∫

均值

均方  

方差
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1. 随机信号及其特征描述

随机变量

用随机变量来描述随机事件：
连续型随机变量、离散型随机变量

描述随机变量一般用

分布函数

概率密度

数字特征

均值与方差

矩

{ }

{ }

0 1 2 2

0 1 2 2

    ( ) ,   1, ,

    ( ) ,   1, 0,

m mm
X X X X X X

m mm
X X X X X X X

X m

E X x p x dx D

X m

E X x p x dx

η η η µ η

γ µ µ γ γ γ σ

∞

−∞

∞

−∞

= = = = =

= − = − = = =

∫

∫

随机变量 的 阶原点矩

随机变量 的 阶中心矩

均值为一阶统计
量，均方和方差为
二阶统计量，可定
义更高阶统计量

3

4

(kurtosis)   

X

X

X

X

XSkew E

Xkurtosis E

µ
σ

µ
σ

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

斜度(Skewness) 

峰度 3−
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1. 随机信号及其特征描述

随机矢量（随机向量）

( ) ( ){ }
1 2

1

2

1 2

*

2
1 2 1

2
2 1 2

1

  [ , , , ]

                   [ , , , ]

N N

cov( , ) cov( , )
cov( , ) cov( , )

       

cov( , ) cov( ,

N

T
N

T
X X X

T

X N

X N

N N

N X X X

E

X X X X
X X X X

X X X

µ µ µ

σ
σ

=

=

= − − ×

X

X X

X

µ

Σ X µ X µ

个随机变量组成的向量

每个维度的随机变量都有均值，故随机矢量的均值也为矢量

随机矢量的方差 是一个 的矩阵

( ) ( ){ }
2

2

*

,

)

cov( , )

N

i j

X

i j i j i X j X i j

X

X X E X X X X

σ

µ µ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= Σ = − −其中 是 和 之间的协方差
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1. 随机信号及其特征描述

随机信号

考虑如果要研究一个电路热噪声的规律
第一次观测得到噪声信号

第二次观测得到噪声信号

……
第N次观测得到噪声信号

每一次观测得到的信号都不相同，怎么分析？

1( )x t
2 ( )x t

( )Nx t

1 1 1 2 1 1 1

1

( ), ( ), , ( ) ( )

( )

Nt x t x t x t X t
t N

X t

在某一时刻 ， 可以看成是一个随机变量 的观测样本

相当于在 时刻同时进行 次测量，同样的在任意时刻都有一个该时刻的随机变量

这些不同时刻随机变量共同组成了随机信号或随机过程，记为

说明随机信号是依赖于时间的随机变量，即每一时刻都是一个随机变量

这些随机变量之间有什么关系？整体特征如何描述？
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1. 随机信号及其特征描述

随机信号

考虑如果要研究一个电路热噪声的规律

每一次观测得到的信号都不相同，怎么分析？

1 1 1 2 1 1 1

1

( ), ( ), , ( ) ( )

( )

Nt x t x t x t X t
t N

X t

在某一时刻 ， 可以看成是一个随机变量 的观测样本

相当于在 时刻同时进行 次测量，同样的在任意时刻都有一个该时刻的随机变量

这些不同时刻随机变量共同组成了随机信号或随机过程，记为

说明随机信号是依赖于时间的随机变量，即每一时刻都是一个随机变量

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 2

, , , , ( ), ( ), , ( )

        , , ,  , , , ( ) , ( ) , , ( )

( )

m m

X m m m m

m t t t m X t X t X t
m m

P x x x t t t P X t x X t x X t x

m X t

= ≤ ≤ ≤

在时间轴上取 个时刻, 可以得到 个随机变量

显然，描述这 个随机变量的理想方法是 维联合概率分布函数

；

当 趋于无穷时，上式完善的描述了随机信号 ，但实际无法做到
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1. 随机信号及其特征描述
随机过程的数字特征
均值

均方值：二阶原点矩

方差：二阶中心矩

自相关函数(二阶混合原点矩)
自协方差函数

{ } { }
1 1

1 1 1 1 1 1

( ) , ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( )
X X

X t t X t

t E X t x p x t dx E X t X t

t X t t

µ
∞

−∞
= = ∫

设 是一个随机过程，对于任意固定的 是一个随机变量，称

为随机过程的均值。 是随机过程

的所有样本在时刻的平均，反映了随机过程 在时刻的摆动中心

{ }22 ( ) ( )XD t E X t=

{ }22 ( ) ( ) ( )X Xt E X t tσ µ= −

{ }*
1 2 1 2( , ) ( ) ( )XXr t t E X t X t=

( ) ( ){ }*
1 2 1 1 2 2cov ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )XX X Xt t E X t t X t tµ µ= − −
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( ) ( , ) ( ),
a) ( , )

( , )
( , )

( , )

iX n x n i x n
n x n i n
i x n i
n i x n i
n i x n i

对 的每一次具体的观测结果序列记为 或 则

若 固定，则 为 时刻的随机变量

b)若固定，则 为一次观测实例，为一维离散时间序列

c)若 和都固定，则 为一个具体数值

d)若 和都是变量，则 是一个随机信号或随机过程

离散随机信号－对随机信号X(t)离散化，得到X(nTs)（简记为X(n)）

都需要无数次
样本实现，

i=1,2,…

{ } ( )

{ } ( )

{ } ( )

{ } ( )

1

222

1

222

1

* *
1 2 1 2 1

1

X(n) n
1( ) ( ) lim ,   

1( ) ( ) ( ) lim , ( )

1( ) ( ) lim ,

1( , ) ( ) ( ) lim ,

N

X N i
N

X X XN i
N

X N i
N

XX N i

n E X n x n i
N

n E X n n x n i n
N

D n E X n x n i
N

r n n E X n X n x n i x
N

µ

σ µ µ

→∞
=

→∞
=

→∞
=

→∞
=

= =

= − = −

= =

= =

∑

∑

∑

∑

显然， 的均值，方差，均方都是时间 的函数

均值 ，取任意时刻的概率相同

方差 ，

均方 ，

自相关函数 ( )

( ) ( ){ }
( ) ( )

2

*
1 2 1 1 2 2

*
1 1 2 2

1

,

cov ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

1                     lim , ( ) , ( )

XX X X

N

X XN i

n i

n n E X n n X n n

x n i n x n i n
N

µ µ

µ µ
→∞

=

= − −

= − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑

自协方差函数 
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离散随机信号中常用到的概念

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

       , , ,  ,

independent and identically distributed

, , ; ; ;

( ) ,
, 

, ,
IID

X m N X X X N N

N

P x x x n n n P x n P x n P x n

X n n n n

=

独立的随

由于随机信号可以看成是无数维的随机向量，因此若

;

则称 是 ，如果在 时刻随机变量的分布机信号

独

相同，则称

立同分布(

为

)随机信号

( )

( )
( )

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )

,  , ( ; ) ( ; )  ,

( ; ) ( ; )
cov , 0, ,

IID

, 0, ,

XY X Y

X Y

XY

XY

X n Y n

p x y n n p x n p y n n n

p x n p y n
n n n n

r n n n n

= ∀

= ∀

= ∀

扩展到两个随机信号 和 之间

如果两者联合概率密度和各自概率密度满足

; ，

则两者是 的，若 和 是相同函数，则两者是

如果 ,则两

统计独立 的随机信号

不相关

相互正交

相互独立一定彼此不相关

者

如果 ,

，反

则两者

之不成立
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均值：标量

方差（中心矩）：标量
如果是两个随机变量之间，则变成协方差，决定了两者是否相关
（统计独立与联合概率密度有关）

均方值（原点矩）：标量
如果是两个随机变量之间，则变成内积，决定两者是否正交*

随机矢量

均值：矢量

方差（中心矩）：方阵

因为涉及到各个维之间，每一维都是随机变量，故变成协方差矩
阵，如果各个维彼此不相关，则变成对角阵

均方值（原点矩）：方阵
因为涉及到各个维之间，每一维都是随机变量，故变成内积矩
阵，如果各个维彼此正交，则变成对角阵
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陕西省语音与图像信息处理重点实验室随机信号（随机过程）无限长的随机矢量
均值：无限长的序列(矢量)
方差：根据选取的时刻
同一时刻(任意)，变成了随机变量的方差，是时刻t的函数
不同时刻(任意)
自协方差：两个随机变量之间的协方差

均方值：根据选取的时刻
同一时刻(任意)，变成了随机变量的均方值，是时刻t的函数
不同时刻(任意)
自相关：两个随机变量之间，与正交有关

推广到两个随机信号之间
同一时刻(任意)，两个随机变量之间的关系
任意时刻

互协方差(相关？)
互相关(正交？)

{ }*
1 2 1 2( , ) ( ) ( )XXr t t E X t X t=

( ) ( ){ }*
1 2 1 1 2 2cov ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )XX X Xt t E X t t X t tµ µ= − −

( ) ( ){ }*
Y 1 2 1 1 2 2cov ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )X X Xt t E X t t Y t tµ µ= − −

{ }*
1 2 1 2( , ) ( ) ( )XYr t t E X t Y t=
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第五部分
平稳随机信号及功率谱估计

1. 随机信号及其特征描述
2. 平稳随机信号
3. 平稳随机信号经过线性系统
4. 平稳随机信号的各态遍历性
5. 功率谱估计概述
6. 信号处理中的最小平方估计问题
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2. 平稳随机信号
严(狭义)平稳随机信号(基本不存在)
概率分布函数或概率密度函数不随时间变化

宽(广义)平稳随机信号(应用中多采用)

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , ,  , , , , , ,  , , , ,

( ) 1,2, ,
X m N X m k k N kp x x x n n n p x x x n n n k

X n N N
+ + += ∀

= ∞

若 ; ;

则称 是 阶平稳的，如果上式对 都成立，则为严平稳

{ } { }
{ }

1 2 1

2 2 1

22 2

*
1 2 2 1

( ) ( , )

( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( ),

X

X X X X X

X X

X n r n n n
n n n

n E X n n E X n n

r n n E X n X n m r m m n n

µ µ σ µ σ

−

= = = − =

= + = = −

如果 的均值为常数，方差有限且为常数，自相关函数 与

和 无关，仅与 有关，则为宽平稳，即

在实际工作中，我们常常把所要研究的信号视为宽平稳的，以使问题简化
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 ( ) sin(2 ) ,
0 ~ 2 ( ) 1 2 ,(0 2 ), ( )

sX n A fnT A f
p X n

π
π ϕ π ϕ π

= +Φ Φ

= ≤ ≤

例随机相位正弦序列 ，其中 为常数， 为随机变量

，在 内均匀分布，即 求 的均值以及自相关函

数，并判断其平稳性

{ }

{ } { }

( )

2

0

* 2
1 2 1 2 1 2

2 22

1 2 2 10

 ( )

( ) sin(2 ) sin(2 ) ( ) 0

( , ) ( ) ( ) sin(2 )sin(2 )

sin(2 ) sin(2 ) cos 2
2 2

( )

X s s

X s s

s s s

X

X n

n E A fnT A fnT p d

r n n E X n X n E A fn T fn T

A AA fn T A fn T d f n n T

n

π

π

µ π π ϕ ϕ ϕ

π π

π ϕ π ϕ ϕ π
π
µ

= +Φ = + =

= = +Φ +Φ

= + + = −⎡ ⎤⎣ ⎦

∫

∫

解：由定义， 的均值以及自相关函数分别为

因为 为常数，且 1 2 2 1( , ) ( )Xr n n n n X n−仅与 有关，所以 是宽平稳过程
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2. 平稳随机信号
平稳随机信号的功率谱

能量信号

功率信号

平稳过程

22

2

1( ) ( ) ,
2

( ) ( )

x t dt X j d

X j x t
π

∞ ∞

−∞ −∞
= Ω Ω

Ω Ω

∫ ∫帕塞瓦尔等式为

左边为总能量，右边 为 的函数，称为 的能谱密度

22

2

1 1 1lim ( ) lim ( , ) ,
2 2 2

1( , ) ( ) ( ) lim ( , )
2

( ) ( )

T

TT T

T j t
XT T

X

x t dt X j T d
T T

X j T x t e dt S j X j T
T

S j x t

π
∞

− −∞→∞ →∞

− Ω

− →∞

= Ω Ω

Ω = Ω = Ω

Ω Ω

∫ ∫

∫

帕塞瓦尔等式为

其中 ，令

左边为平均功率，右边 为 的函数，称为 的功率谱密度

{ }21( ) lim ( , )
2X T

S j E X j T
T→∞

Ω = Ω

随机信号时间无限长，样本无限多，能量无限，因为随机性，故功率谱密度

需取数学期望
集总平均
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2. 平稳随机信号
平稳随机信号的功率谱

能量信号

功率信号

平稳过程 Wiener-Khintchine维纳－辛钦( )定理

( ) ( ) ( )

1             ( ) ( ) ,   ( ) ( )
2

1            ( ) ( ) ,   ( ) ( )
2

X X X

j j
X X X X

j j m j j m
X X X X

m

r S j r

S j r e d r S j e d

S e r m e r m S e e d

τ τ

πω ω ω ω

π

τ τ

τ τ τ
π

ω
π

∞ ∞− Ω Ω

−∞ −∞

∞
−

−
=−∞

Ω

Ω = Ω Ω

=

∫ ∫

∑ ∫

在自相关函数 绝对可积的条件下，功率谱密度 和 是一傅里叶

变换对，即

＝

对于离散序列，为

＝
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2. 平稳随机信号

常用的功率谱

平的谱，即白噪声谱

线谱，由一个或多个正弦信号组成的功率谱

介于上两者之间，有峰和谷的谱，称为“ARMA”谱

{ }

2

2

( ) ( )

1( ) ( ) ( )
2

0 ( ) ( ) 0, ,

j
u

j j m
u u

u n S e

r m S e e d m

m E u n i u n j i j

ω

π ω ω

π

ω π σ

ω σ δ
π
δ

−

≤

= =

= + + = ∀

∫

一个平稳随机过程 ，如果其功率谱 在 的范围内为一常数，如 ，

则称该过程为白噪声，其自相关函数

     

是在 处的 函数，即白噪声不同时刻都不相关，

最随机，包含了所有频率的信号，理想模型，来源于牛顿的白光
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第五部分
平稳随机信号及功率谱估计

1. 随机信号及其特征描述
2. 平稳随机信号
3. 平稳随机信号经过线性系统
4. 平稳随机信号的各态遍历性
5. 功率谱估计概述
6. 信号处理中的最小平方估计问题
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3. 平稳随机信号经过线性系统

根据线性系统输入输出的卷积关系，当输入为
平稳随机信号时，输出也为平稳随机信号

对平稳随机信号，不能简单考察频谱，需要讨论输
入输出的功率谱之间的关系

输入X(n)和Y(n)之间的四个主要关系(仅讨论实信号)

( )

( )

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

Y X

j j j
Y X

XY X

j j j
XY X

r m r m h m h m

S e S e H e

r m r m h m

S e S e H e

ω ω ω

ω ω ω

= ∗ ∗ −

=

= ∗

=

输入输出自相关函数：

输入输出功率谱密度：

输入输出互相关函数：

输入输出互功率谱密度：
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3. 平稳随机信号经过线性系统
考虑1：如何测量一个未知参数的线性系统的频率响
应
对系统输入一个功率为1的白噪声序列u(n)，记其输出为
y(n)，计算其输入输出的互相关

考虑2：系统辨识
设一个LSI系统的输入输出分别是平稳随机信号X(n)和Y(n)，
X(n)是功率为1的白噪声

{ }
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ),
uy u

j j
u uy uy

r m E u n y n m r m h m

r m r m h m P e H eω ωδ

= + = ∗

= =因为 是一个 函数 所以

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2

( ) ,

( )

j j j j
Y X

j
Y

P e P e H e H e

Y n P e

H z

ω ω ω ω

ω

= ⋅ =

问题是，若已知系统输出 的功率谱 能否由其唯一确定

系统转移函数 呢？无相位信息！假定系统为最小/大相位
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第五部分
平稳随机信号及功率谱估计

1. 随机信号及其特征描述
2. 平稳随机信号
3. 平稳随机信号经过线性系统
4. 平稳随机信号的各态遍历性
5. 功率谱估计概述
6. 信号处理中的最小平方估计问题
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4. 平稳随机信号的各态遍历性

问题：随机过程的数字特征都需要无穷多个样
本，集总平均

能否用一次实验观测来代替一族记录计算数字特
征？
平稳随机信号的均值和方差与时间无关！自相关函数与时
间点无关！

如果假设一个平稳随机信号所有观测实例在某一个时刻的
一阶和二阶统计特性和单一观测实例在长时间内的统计特
性一致(单一观测实例变成了确定的功率信号)，则

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1( ) lim , lim

1 1( ) ( ) ( ) lim , , lim ( )

N N

X xN Ni i
N N

X xN Ni i

E X n x n i x n
N N

r m E X n X n m x n i x n m i x n x n m r m
N N

µ µ
→∞ →∞

= =

→∞ →∞
= =

= = = =

= + = + = + =

∑ ∑

∑ ∑
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4. 平稳随机信号的各态遍历性

各态遍历信号

一个平稳随机信号所有观测实例在某一个时刻的一
阶和二阶统计特性和单一观测实例在长时间内的统
计特性一致(单一观测实例变成了确定的功率信号)

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1( ) lim , lim

1 1( ) ( ) ( ) lim , , lim ( )

N N

X xN Ni i
N N

X xN Ni i

E X n x n i x n
N N

r m E X n X n m x n i x n m i x n x n m r m
N N

µ µ
→∞ →∞

= =

→∞ →∞
= =

= = = =

= + = + = + =

∑ ∑

∑ ∑

自相关函数变成了确定性功率信号的自相关函数，因此各态遍历
随机信号的功率谱等价与确定性功率信号的功率谱，因此可以根
据一次观测实例就算自相关函数，然后傅里叶变换得到功率谱

问题是无限长，如何计算自相关？
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4. 平稳随机信号的各态遍历性

各态遍历信号

一个平稳随机信号所有观测实例在某一个时刻的一
阶和二阶统计特性和单一观测实例在长时间内的统
计特性一致(单一观测实例变成了确定的功率信号)

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1( ) lim , lim

1 1( ) ( ) ( ) lim , , lim ( )

N N

X xN Ni i
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X xN Ni i

E X n x n i x n
N N

r m E X n X n m x n i x n m i x n x n m r m
N N

µ µ
→∞ →∞

= =

→∞ →∞
= =

= = = =

= + = + = + =

∑ ∑

∑ ∑

在实际处理信号时，对已获得的一
个物理信号，往往首先假定它是平
稳的，再假定它是各态遍历的
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4. 平稳随机信号的各态遍历性

功率谱问题
功率谱可以根据维纳-辛钦定理，从自相关函数的傅
立叶变换定义

对于各态遍历平稳信号，由于自相关函数可以用时
间平均来定义，其功率谱也可以用时间平均来定义

与所有实例有关－>与所有时刻有关，即时间平均

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

2
2
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2 1 2 1
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X xN Ni i

jM
j n

X x M Mn M

r m E X n X n m x n i x n m i x n x n m r m
N N

X e
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ω
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→∞ →∞
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⎧ ⎫⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ +⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∑

∑

自相关函数:

功率谱：

单一实
例x(n)在
[-M,M]时
的DTFT
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4. 平稳随机信号的各态遍历性
功率谱问题(可以证明两种定义等价)
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∑ ∑

∑

自相关函数:

功率谱：

对一个实例求
幅度模平方得到
的并不是真实的
功率谱
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第五部分
平稳随机信号及功率谱估计

1. 随机信号及其特征描述
2. 平稳随机信号
3. 平稳随机信号经过线性系统
4. 平稳随机信号的各态遍历性
5. 功率谱估计概述
6. 信号处理中的最小平方估计问题
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5. 功率谱估计概述

各态遍历平稳随机信号功率谱

2

1

( ) ( ) , ( )

1( ) lim ( ) , ( )

j j m
x X

m

N
j j n

x N n

S e r m e

S e E x n e
N
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∞
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=−∞
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=
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⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
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∑

∑

维纳－辛钦定理

功率谱定义

实际如何计算？

涉及信号与系统、随机信号分析、概率统计、随机过程、矩阵
代数等基础学科，广泛应用于雷达、声纳、通信、地质勘探、
天文、生物医学工程等众多领域，具有强大生命力的领域
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5. 功率谱估计概述
谱估计的历程
牛顿给出了“谱”的概念，傅里叶提出了傅里叶谐波分析
19世纪末，Schuster提出用傅里叶系数的幅平方作为x(t)中功率的
测量，并命名为周期图(periodogram),经典方法，现在采用FFT
有限长数据的窗函数理论，边瓣，模糊；周期图方差大

1927Yule提出了线性回归，回归周期，他和Walker提出Yule-
Walker方程，开拓了自回归模型的先锋，奠定了参数模型法的基
础

1930著名控制论专家Wiener出版了他的经典著作《Generalized 
Harmonic Analysis》精确定义了随机过程的自相关函数和功率
谱，维纳-辛钦定理，离散谐波到连续密度，把谱分析与随机过程
的二阶统计量联系起来

1949Tukey根据维纳-辛钦定理提出有限长数据谱估计的自相关
法，Blackman和Tukey1958专著讨论了自相关谱估计法
周期图和自相关法是两个最经典的方法，分辨率低，方差大

Wiener成为现代理论分析的先驱，Tukey成为现代实验谱分析的先
驱
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5. 功率谱估计概述

谱估计的历程
Yule的自回归方程启发了1938辛钦等人的线性预测
理论，Bartlett1948首次建立了自回归模型系数计
算功率谱。

自回归模型和线性预测都用到了Toeplitz矩阵结
构，Levinson1947提出Yule-Walker方程快速算法
1965Cooley和Tukey的FFT算法问世，促进现代谱
估计

1967Burg提出最大熵谱估计，开启了高分辨率谱
估计

大量方法涌现，快、稳、好；高阶矩；非平稳……
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第五部分
平稳随机信号及功率谱估计

1. 随机信号及其特征描述
2. 平稳随机信号
3. 平稳随机信号经过线性系统
4. 平稳随机信号的各态遍历性
5. 功率谱估计概述
6. 信号处理中的最小平方估计问题
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6. 信号处理中的最小平方估计问题
随机信号处理常称为统计处理
随机信号的数字特征或信号本身的重建或恢复都需
要通过“估计”的手段实现
必然涉及估值理论

参数和信号估计的一个重要方法是最小平方估计或
最小均方估计
确定性信号处理中的最小平方问题

随机信号参数的最小均方估计

随机信号的线性最小均方滤波

估计质量评价
无偏估计

一致估计



http://www.nwpu-aslp.org

陕西省语音与图像信息处理重点实验室

6. 信号处理中的最小平方估计问题

确定性信号处理中的最小平方估计

[ ]
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例子:设有信号 其中 而 现在用这

个信号的线性组合来近似信号 即

要寻找最佳权重向量 使得 对 近似的平方

误差和

最小。式中变量和信号都假定为复数。

阵列信
号增
强、盲
源分离
等

实际是一个二
次型函数的极
值问题

1
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H H H H

EE
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= = − − =
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解法：

，令

可以推出 而相应的
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6. 信号处理中的最小平方估计问题

随机信号参数的最小均方估计

[ ]
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例子:给定了一个随机信号 的 个值 希望

用这 个值来估计 的一个参数 此处设 是随机变量，假定

可以用下面的线性方程来估计

       

式中 ， ,寻找最优系

数向量，使参数估计的均方误差最小，即

   ( )( ){ }HH HE θ θ+ +β X β X

在滤波
和预测
等领域
大量运
用

可以推导出著
名的维纳霍普
夫方程以及最
小均方误差估
计的正交原理

{ } { }

1 2
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β C r r β
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解法：

令 相对于 最小，可以得到使均方误差最小的系数向量以及最小均方误差

，

其中 是 的协方差矩阵
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6. 信号处理中的最小平方估计问题

随机信号的线性最小均方滤波

H(z) Σ
( ) ( ) ( )x n s n u n= + ( )y n

( )d n

( )e n— +

( ) : ( ) : ( ) : ( ) :
( ) ( ),
( ) ( ), 0
( ) ( ), 0

x n s n u n d n
d n s n
d n s n
d n x n

=

= + ∆ ∆ >

= + ∆ ∆ >

观测得到的信号， 真实信号， 噪声， 期望的输出信号

(1)如果 变成滤波问题

(2)如果 ，变成纯预测问题

(3)如果 ，变成预测(prediction)问题

( ){ } [ ]{ }22

( ) ( )

( ) ( )

y n d n

E e n E d n y nε = = −

目标：使 最接近所希望的 ，衡量接近程度的最通用方法是均方误差准则

即令 最小

如果是滤波问题，可以推导出维纳霍普夫方程，得到维纳滤波器

如果是预测问题，可以推导出线性预测理论
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6. 信号处理中的最小平方估计问题

估计质量评价

估计的偏差

无偏估计

渐进无偏估计

估计的均方误差

一致估计

{ } ( )22ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] varmse E biaθ θ θ θ θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ˆ[ ] 0,mse θ = 即要求估计的方差和偏差都趋近于零

{ } { }ˆ ˆ ˆbia E Eθ θ θ θ θ⎡ ⎤ = − = −⎣ ⎦

ˆ 0bia θ⎡ ⎤ =⎣ ⎦

ˆlim 0
N

bia θ
→∞

⎡ ⎤ =⎣ ⎦
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