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1. Z变换的定义
Z变换在离散系统中的作用就像拉普拉斯变换
在连续系统中的作用一样

拉普拉斯变换把时域中的微分方程变成复频域中的
代数方程, 可以看成是傅里叶变换的推广

Z变换把离散时间域的差分方程变成代数方程,可以
看成是离散傅里叶变换的推广
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1. Z变换的定义

从连续到离散

考虑离散序列的拉普拉斯变换
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如果令 用一个复变量代替另一个复变量

能否看成信号分解?或者是空
间变换, 或者在某个空间的投

影?展开?
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1. Z变换的定义
Z变换,拉普拉斯变换,傅里叶变换的联系
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其中 是连续角频率

令 则

一个序列的Z变换,又可以看成
是该序列乘以一个实加权序列

r^(-n)后的傅里叶变换

Z实际上是由r和ω共同
组成的,可以用极坐标形

式表示
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1. Z变换的定义
Z变换,拉普拉斯变换,傅里叶变换的联系
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平面上的复变量 是直角坐标而 平面上的

一般取极坐标形式

当 时 表示 平面上的 轴对应 平

  面的单位圆 此时变成傅里叶变换

表示 平面的左半平面对应 是 平面

的单位圆内反之单位圆外
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2. Z变换的收敛域
一个序列的Z变换,又可以看成是该序列乘以一
个实加权序列r^(-n)后的傅里叶变换
加权序列r^(-n)满足什么条件,对应的傅里叶变换存
在,即z变换存在
使z变换收敛的z的取值集合称为X(z)的收敛域
(Region of Convergence, ROC)
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2. Z变换的收敛域
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2. Z变换的收敛域
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相同的Z变换，不同收敛域，对应不同的序列 一定要标注收敛域！
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2. Z变换的收敛域
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考虑一般离散序列的情况即设 在 内有非零值则
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2. Z变换的收敛域

有限长右序列

有限长左序列
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有限长序列之和且 的所有指数均为负整数

所以收敛域为
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有限长序列之和且 的所有指数均为正整数

所以收敛域为
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2. Z变换的收敛域
因果序列

非因果序列
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设 时收敛即

则当 时有

故 也收敛说明因果序列的收敛域为某个半径为 的圆外部分
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同理可以得到非因果序列的收敛域为某个半径为 的圆内部分

即
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2. Z变换的收敛域
归纳
有限长右序列收敛域为

有限长左序列收敛域为

因果序列的收敛域为

非因果序列的收敛域为

推广到其他序列
双边无限长序列为因果序列和非因果序列之和,故收敛域为

双边有限长序列为有限长右序列和有限长左序列之和,故收敛
域为

左有限右无限序列(N1<0;N2=∞): 
右有限左无限序列(N2>0;N1=-∞): 

>0z
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3. Z变换的性质

线性
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某些线性组合中某些零点与极点
相抵消，则收敛域可能扩大。
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3. Z变换的性质
时移性质 (非常重要, 联想差分方程)

0, 0z z= = ∞收敛域：只会影响 处 (因为可能会跨越 点)

( ) [ ]
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变换为的

，则其移位后变换为的若序列
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,
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实际工作中遇到的信号大都是因果信号 故向右移位的

形式最常用



http://www.nwpu-aslp.org

陕西省语音与图像信息处理重点实验室

3. Z变换的性质

序列的指数加权性质

序列的线性加权性质
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3. Z变换的性质

复序列的共轭

初值定理
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3. Z变换的性质

时域卷积性质
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证明

看看还有哪些变
换满足这一性质?
时域卷积,对应
变换域的……
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4.逆Z变换

幂级数法

2 1 0 1 2
2 1 0 1 2

( )
( )

( )

X z
X z a z a z a z a z a z

x n

− −
− −= + + + + +… "

如果我们能把 表达成一个幂级数的形式

则显然该级数的系数就是

( ): ( ) ( )= ,
( )

P zX z X z
Q z

方法把 表示成有理分式 形式用长除法

要注意Z的幂顺序,先根据收敛域判断序列的左\右性,再决定Z的幂
是按升幂还是降幂排列
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4.逆Z变换
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4.逆Z变换
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4.逆Z变换

部分分式法
思路:利用一些典型序列的Z变换结果以及Z变换的
线性性质, 即将X(z)分解成简单的Z函数之和的形式,
每个Z函数都可以直接得到原序列
简单的z函数和原序列 1 δ(n)

1 z
z
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4.逆Z变换

部分分式法
方法:先将X(z)/z展成部分分式之和, 然后把各个部
分分式乘以z,再根据简单z函数逆变换求出X(z)对应
的原序列

。

即必须满足项式的阶次的阶次不能大于分母多

处收敛，其分子多项式对因果序列，为了保证
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4.逆Z变换
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4.逆Z变换

留数法

( ) ( )               
0
∑
∞

=

−=
n

nznxzX
变换已知z

得 z逆变换公式

( ) ( )        d
j2

1  1∫ −=
c

n zzzXnx
π

用留数定理求围线积分。 ]Re[z

]Im[zj

+= xRz

−= xRz

围线C

C:在收敛域内包含
原点的任意封闭曲线

在z平面上的X(z)收敛域中，沿包含原点
的任意封闭曲线c的反时针方向对
x(z)zn-1进行围线积分
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4.逆Z变换
( ) ( )∫ −=

c

1n zdzzX
j2

1nx
π

1( ) Res ( )  
k

n

z zK

x n X z z −

=
⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑

围线积分等于 在围线C内
所有极点上的留数之和

1)( −nzzX

]Re[z

]Im[zj

+= xRz

−= xRz

围线C

1. 极点为 的极点，不是

的极点

2. 计算在围线c以内的极点上的留数

3. 特别注意在 z=0 处的极点

1)( −nzzX
)(zX
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[ ] ( )[ ] )( )()(Res 11
kzz

n
kzz

n zzzXzzzzX
kk

ψ=−=
=

−

=

−

单阶极点(s=1)

( ) ( )

( ) ( )

1
1

1

1
1

1

1 dRes ( )
1 ! d

1 d                              ( )
1 ! d

k
k

k

s
n

sz z
z z

s
s n

ks
z z

X z z z
s z

z z X z z
s z

ψ
−

−
−=

=

−
−

−
=

⎧ ⎫
⎡ ⎤ = ⎨ ⎬⎣ ⎦ − ⎩ ⎭

⎧ ⎫
= −⎨ ⎬− ⎩ ⎭

s重极点

的有理分式的形式写成首先将 zZ)z(X n 1−

( )
处的极点中已没有且 ks

k

n zzz
zz
zZzX =

−
=− )(,)()( 1 ψψ

•留数的求法：
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4.逆Z变换
留数法求逆z变换步骤

1

1

1. ( )
2. , ( ) ,

;
3. , , z

n

n

X z z
n X z z

−

−

计算

求各种 的取值情况下 的极点

  检查极点是否在收敛域内的积分围线内

对围线内的极点求其留数 用留数定理计算 反变换

1. 极点为 的极点，不是

的极点

2. 计算在围线c以内的极点上的留数

3. 特别注意在 z=0 处的极点

1)( −nzzX
)(zX
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例1(补充）

( ) 1
1  

d
d

=
−= z

nz
z

( )[ ] )1()1( Res           
1

1 −−=
=

− nunzzX
Z

n

求其反变换。已知 ,z,
)z(

)z(X 1
1

1
2 >

−
=

( ) 1n1 ≥ ( ) 1   2,1
1 =− PzzX n 有一个二阶极点

( )[ ]
1z

1nzzXRes
=

−

( ) ( )
( ) 1z

1n
2

2 z
1z

11z
zd

d
!12

1

=

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

−
=

( ) 1z
2nz1n =

−−= ( )1n −=
]Re[z

]Im[zj

1=z

围线C

( )2
1

1−

−

Z
Zn

看极点是否在围线内右边序列
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(2)n=0

0      ,1    12,1 == PP 又多了一个单极点一个二阶极点

( )
0z

21zz
1Res

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

− ( )
0z

21zz
1z

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
⋅=

1=

( )2
1

1−

−

Z
Z n

]Re[z

]Im[zj

1=z

围线C

2
1

)1(
1)(
−

=−

zz
zzX n
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( )
1z

21zz
1Res

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

( ) ( ) 0110x =−+=   所以

( )
( )

1z
2

2

1zz
11z

zd
d

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
⋅−=

1z
2z
1

=

−
= 1−=

(3) n<0 ( ) 21
1

)1(
1
−

= +−
−

zz
zzX n

n

0    )1(  ,1    12,1 =+−= PnP 极点又多了一个一个二阶极点

( )
1

21 1
1Res

=
+− ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
z

n zz
( )

( )
1

21
2

1
11

d
d

=
+− ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
⋅−=

z
n zz

z
z

1)1(
1

2 −=−=
=

− nzn
z

n

( )2
1

1−

−

Z
Z n
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( )

1)1()1()1(

)1(
1

)!(
1

1
1Res

0

2

0
2

0
21

+−=−+−−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

=

−−

=
−

−

=
+−

nzn

zdz
d

nzz

z

nn

z
n

n

z
n

00 =< )n(xn 时，

)1()1()( −−= nunnx 此例中，由收敛域可见x(n)
是右边序列，可知在n<1左边
X(n)=0

00 == )n(xn 时，
)n(u)n()n(x,0n 11 −−=> 时
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第二部分
Z变换与离散时间系统分析

1. Z变换的定义
2. Z变换的收敛域
3. Z变换的性质
4. 逆Z变换
5. LSI系统的转移函数
6. IIR系统的信号流图
7. Z变换求解差分方程
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5.LSI系统的转移函数
对于一个LSI系统,已经有5种方式来描述
单位抽样响应 h(n)
卷积关系

频率响应

转移函数

差分方程

( ) ( ) ( ) ( )* ( )
k

y n x n h n k x n h n
∞

=−∞

= − =∑

0

( ) ( )j j n

n

H e h n eω ω
∞

−

=

= ∑

( )( ) n

n
H z h n z

∞
−

=−∞

= ∑

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N M

k r

y n a k y n k b r x n r
= =

= − − + −∑ ∑
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5.LSI系统的转移函数

考虑差分方程

1 0

1 0

0 0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) , (0) 1

( ) ( ) ( ),

( )
( )( ) , (0) 1
( ) ( )

N M

k r

N M
k r

k r

N M
k r

k r

M
r

r
N

k

k

y n a k y n k b r x n r

z

Y z a k Y z z b r X z z

Y z a k z X z b r z a

Y z X z H z

b r z
Y zH z a
X z a k z

= =

− −

= =

− −

= =

−

=

−

=

= − − + −

= − +

= =

=

= = =

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

两边取 变换

其中

由于卷积性质 故

其中

( )( ) n

n
H z h n z

∞
−

=−∞

= ∑

非常常用的形式,例如
matlab中filter函数的参

数



http://www.nwpu-aslp.org

陕西省语音与图像信息处理重点实验室

5.LSI系统的转移函数—极零分析
LSI系统稳定性的重要结论
一个LSI系统是稳定的充要条件是其所有极点都位
于单位圆内

1 1

0

0 1 1 0

( ):  ( )
( )

( ) ,   ( )

( )

, ,
                 1,       1, 2, ,

N N
nk

k k
k kk

n

N N
n n

k k k k
n k k n

k

Y zH z
X z

C zH z h n C p
z p

h n

C p C p

p k N

= =

∞

=

∞ ∞

= = = =

=

= =
−

< ∞

≤ < ∞

∞

< =

∑ ∑

∑

∑∑ ∑ ∑

"

证明 可以进一步分解为

故

又因为系统稳定充要条件是

故

第一项求和为有限项第二项要小于 必须有

即每个极点都在单位圆内

多种不同的表述方式
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5.LSI系统的转移函数—极零分析
由极零图估计系统的频率响应
将H(z)的极点、零点画在z平面上得到的图形称为
零极图

由零极图可以大致估计出系统的频率响应，还可以
得出滤波器设计的一般原则

1 2 3 4

1 2 3 4

0.001836 0.007344 0.011016 0.007374 0.001836( )
1 3.0544 3.8291 2.2925 0.55075

z z z zH z
z z z z

− − − −

− − − −

+ + + +
=

− + − +
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5.LSI系统的转移函数—极零分析
由极零图估计系统的频率响应

0 1

1 1

( ) 1

1

1

1

( )

1

( )( )
( )( )
( ) 1 ( ) ( )
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( )

( )
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j j N M j j
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5.LSI系统的转移函数—极零分析

je ω

2r 1r
2ϕ

1ϕ

0 2z =

1 2 2 2 2 2

1 2

1 2

2
1 1 2

( ) ( ) 4 ( 1) 4 ( 2)

 ( ) 1 4 4 ( 4 4) ( 2)

2 ;   0 1;

arg( 2);   arg( 0) arg( );

( ) ;   ( ) 2 2 ;

0

j j

j j j

j j

LSI
y n x n x n x n

H z z z z z z z z

r e r e

e e e

H e r e

ω ω

ω ω ω

ω ω

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ω

− −

= − − + −

= − + = − + = −

= − = − =

= − = − =

= = −

例：一个 系统的差分方程为

试用极零分析大致画出系统的幅频响应和相频响应

解：

因此

随着 从 变化 2 , ( )

( )

j

j

H e

e

ω

ω

π π

ϕ

到 再到 分析

和 的变化规律
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5.LSI系统的转移函数—极零分析
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5.LSI系统的转移函数—极零分析
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5.LSI系统的转移函数—滤波的基本概念
线性滤波器与LSI系统
低通(LP, low-pass)
高通(HP, high-pass)
带通(BP, band-pass)
带阻(BS, band-stop)
…

( ) ( ) ( ) ( )j j j jH e Y e H e X eω ω ω ω=的零极点与滤波器的特性：

1 1 1 1

0 1 21 1 1 1

1 1 (1 )(1 )( ) ;  ( ) ;  ( ) ;
1 1 (1 )(1 )

0.9, 0.9, / 4, a,b,c 1

j j j
ja ja

z z z zH e a H e b H e c
pz pz re z re z

p r a

ω ω ω

π

− − − −

− − − − −

+ − + −
= = =

− − − −

= = =

试分析:

常数 用来保证幅频响应最大值为
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5.LSI系统的转移函数—滤波的基本概念
滤波器设计的一般原则

若使设计的滤波器拒绝某一个频率（即不让改频率
的信号通过，或大幅度衰减），应在单位圆相应的
频率处设置一个零点；反之，若使滤波器突出某一
个频率（使该频率的信号尽量无衰减通过），应在
单位圆内相应频率处设置一个极点。极点越接近单
位圆，在该频率处幅频响应幅度越大，形状越尖。

原点处的极、零点不影响幅频响应，仅影响相频响
应

FIR滤波器为全零点系统，一定稳定
IIR滤波器为极零点系统，不一定稳定
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第二部分
Z变换与离散时间系统分析

1. Z变换的定义
2. Z变换的收敛域
3. Z变换的性质
4. 逆Z变换
5. LSI系统的转移函数
6. IIR系统的信号流图
7. Z变换求解差分方程
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6.IIR系统的信号流图

Z-1单位延时

系数乘

相加

Z-1

a

方框图表示法： 信号流图表示法：

a
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6.IIR系统的信号流图

)1()1()()( 110 −+−+= nybnxanxany

例1：一阶数字滤波器：

其方框图及流图结构如下：

Z-1 Z-1
x(n)

y(n)

b1

a1

a0

x(n) y(n)

b1

a0

a1

Z-1Z-1

)()()()( 1
1

1
10 zYzbzXzazXazY −− ++=
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6.IIR系统的信号流图

∑∑
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i
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01
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Y zH z
X zb Z

−

=

−

=

= =
−

∑

∑

x(n) a0

a1

a2Z-1
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y(n)
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b2 Z-1

Z-1

aM
Z-1 b N-1

bN Z-1

Z-1

此结构的特点为：

(1)两个网络级联：第一个横向结构
M节延时网络实现零点，第二个有
反馈的N节延时网络实现极点。

(2)共需(N+M)级延时单元
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6.IIR系统的信号流图
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只含有零点，仅有横向延迟，称为横向网络

只含有极点，含有延迟反馈，称为反馈网络

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )H z H z H z H z H z= =考虑：

信号流图转置定理：如果将信号流图中的所有支路倒向，然后将输入输出
互换，则其系统函数不变
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6.IIR系统的信号流图
1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )H z H z H z H z H z= =
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由于对调后前后两路都有一条内
容完全相同的延时链，可以合并

为一条即可。
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6.IIR系统的信号流图—直接实现

合并 直接实现的IIR结构流图
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6.IIR系统的信号流图—直接实现

使用了N个延时单元，M+N个乘法器，2个加法器

任意bi的误差都会影响所有极值点，易造成系统不稳定
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6.IIR系统的信号流图—直接实现
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6.IIR系统的信号流图—级联实现
IIR系统：分解成因式之积
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物理实现时， 和 都是实数，因此如果有复数零极点，必

共轭出现，因此分解为二阶多项式更合理

其中 为子系统，可直接实现, 为若干子系统

1 1 2 2( ) ((( ( )) ( )) ) ( )Ny n x h n h n h n= ∗ ∗ ∗"
级联
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6.IIR系统的信号流图—级联实现
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优点：较少的存储单
元，只需要设计一个二
阶程序，还可以分散系
数误差造成的影响
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6.IIR系统的信号流图—并联实现
IIR系统：分解成因式之和
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优点：每一个子系统都
是独立的，不受其他子
系统量化误差及乘法舍
入误差的影响，对误差
最不敏感
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6.IIR系统的信号流图—关于FIR系统
FIR系统
可以直接实现，也可以级联实现

较少采用并联实现

其他特殊结构：线性相位结构、频率抽样结构

IIR和FIR都可以用Lattice结构实现，将来讨论
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第二部分
Z变换与离散时间系统分析

1. Z变换的定义
2. Z变换的收敛域
3. Z变换的性质
4. 逆Z变换
5. LSI系统的转移函数
6. IIR系统的信号流图
7. Z变换求解差分方程
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7.Z变换求解差分方程
双边z变换

时移性质的差别

单边z变换

∑
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若f(k)为因果序列，则单边、双边z 变换相等
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双边 变换时移性质

单边 变换的时移性质

          

          

Z

Z

与y(k)在时间零点之前
的值有关,可用于求解零
输入响应. 单边Z变换可
以看成是因果信号的双

边Z变换. 
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7.Z变换求解差分方程
LSI系统的全响应

系统差分方程求解
给定输入序列和输出的初始条件,求解完整的输入序
列表达式,即差分方程求解问题
用单边Z变换,此时系统的初始条件自然地包含于其
代数方程中

1)因果序列时移后变成右边序列,可能变成非因果右边序列,响应的单边、双边
z 变换不相等
2)实际物理信号或电路响应可看成右边序列,随时间0点的不同,因果性有变化

a)如果时间0点(输入开始)之前系统有输出响应,则称为零输入响应
b)如果时间0点(输入开始)之前系统没有输出,即系统初始状态为零,当给定
输入后的响应称为零状态响应
c)在给定输入下系统的全响应(总体响应)等于零输入响应与零状态响应之
和
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7.Z变换求解差分方程
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7.Z变换求解差分方程
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7.Z变换求解差分方程
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解：先求零输入响应

则零输入响应
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用部分分式法求逆 变换可得到
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与本章有关的matlab文件
Matlab定义习惯

常用函数文件
filter.m:  y=filter(b,a,x);
impz.m: h=impz(b,a,N);
freqz.m: [H,w]=freqz(b,a,N,’whole’,Fs);
zplane.m: zplane(z,p) or zplane(b,a);
…

1 2

1 2

(1) (2) (3) ( 1)( )( )
( ) 1 (2) (3) ( 1)

b

a

n
b

n
a

b b z b z b n zB zH z
A z a z a z a n z

−− −

−− −

+ + + + +
= =

+ + + + +
"
"

分子和分母系数分别用行向量表示
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matlab实践

回声效果

分析山谷回声形成的原因

能否用系统函数加以描述

动手做一做？
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